ENTROPIEPRINZIP UND GESCHLOSSENES
GLEICHUNGSSYSTEM

VON

ERWIN LOHR

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 20. JANNER 1916

Emleitung.

Zwvel Prinzipien von weittragendster Bedeutung beherrschen die moderne Physik, ja die moderne
Naturwissenschaft iiberhaupt; das Energieprinzip und das Entropieprinzip. Uber beide fundamentalen
Prinzipien ist so ungemein viel und nach den verschiedensten Richtungen hin gearbeitet worden, dafi es
fast vermessen erscheint, {iber solchen Gegenstand noch etwas wesentlich Neues sagen zu wollen. Wenn
ich es trotzdem unternehme, die Resultate mehrjéhriger Arbeit auf diesem Gebiete in der folgenden
Abhandlung zusammenzufassen, so diirfte eine Prézisierung dessen, worauf es mir bhei meinen Unter-
suchungen in erster Linie ankam, nicht tiberfllissig sein.

Es ist bekannt, daf das Energieprinzip lange in seiner Integralform stecken blieb, hatte man sich
doch sogar bis zu der Behauptung verstiegen: die Energie des »\Weltalls« sei konstant. Heute ist die
Fassung des Energieprinzips, vorziiglich durch die Arbeiten G. Jaumann's, zur Differeutialform
durchgedrungen. Diesem Forscher verdanken wir auch die in ihrer Einfachheit und Vollendung Klassisch
zu nennende Formulierung der Energiegleichung:

ok .
i div g — 0,
ol
wo £ die gesamte Energie pro Volumeinheit, s den Energicllufl pro Flachen- und Zeiteinheit bedeutet.

Dieselbe Entwicklung, welche das Energieprinzip schon durchgemacht hal. stand dem KEntropic-
prinzip noch bevor. Wieder war es G. Jaumann, der in seiner Arbeil »Geschlossenes System physikali-
scher und chemischer Differentialgesetze« ! den ersten Schritt in dieser Richtung tat. \uch die, nunmehr
naheliegende, der Energiegleichung analoge Formulierung des Entropiesatzes:

aS AP

- divE—-F =0,

ol
wo S die Entropie pro Volumeinheit, & den Entropieflul pro Flichen- und Zeiteinheit und / eine stels
positive Funktion bedeutet, ist schon in der zitierten Arbeit zu linden. Es ist natiirlich kein Zufall, dafi
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gerade dieser Forscher zur vollendeten Differentialform der beiden Hauptsitze gelangte; hdngt doch Sinn
und Bedeutung dieser Formen auf das engste mit dem Vorhandensein eines geschlossenen Systems von
Differentialgesetzen zusammen. Gerade die Jaumann’sche Theorie aber und bisher nur diese, verltigt
liber ein derartiges, hinreichend weit und konsequent ausgebautes System.

Unter einem geschlossenen System verstehen wir mit Jaumann eine Anzahl von Nahewirkungs-
gesetzen, welche ein bestimmtes, moglichst weites Gebiet von Naturerscheinungen selbstidndig, das heifit
ohne daf man die aus den Gleichungen gezogenen Folgerungen noch durch aufierhalb jener liegende
Tatsachen beziehungsweise Hypothesen ergéinzen miifite, beschreiben und erkldren.

Als erste und wichtigste Deduktion mufl aus dem geschlossenen System, und zwar lediglich aus der
Form der Gleichungen, ohne Riicksicht auf spezielle Anfangs- und Randwerte, die Energiegleichung folgen.

Man wird konsequenterweise verlangen miissen, dafl das geschlossene System gleicherart auch die
Deduktion der Entropiegleichung gestatte. Das hat Jaumann auch angestrebt, aber noch nicht erreicht.
Der Sache wegen und ohne die, auch auf diesem Gebiete, groBen Verdienste Jaumann's zu schmiilern,
seien die Mingel der betreffenden Uberlegungen kurz erwihnt.

Schon die Fassung des Entropiebegriffes erreicht, wie man bei der Lektiire der zitierten Kapitel
rasch erkennt, nicht jene volle Schirfe und Klarheit, wie sie Jaumann beim Energiebegriff so vorziiglich
gelungen ist. Dies steht im Zusammenhange mit dem Kernilibel, dem nachtriglichen, teilweisen Fallen-
lassen der Differentialform. Jaumann sieht sich mehrfach, und zwar in sehr wichtigen I'dllen gezwungen,
die stets positive Funktion /" durch ein Raumintegral zu ersetzen, dessen Positivbleiben er dann fordert.
Hiedurch ist aber schon, wie wir noch sehen werden, eine vollstindige, konsequente Deduktion der
Entropiegleichung, allein aus der Form der Differentialgleichungen, prinzipiell aufgegeben.

Die erwilhnten, nicht bewiesenen und so weit ich sehen kann auch nicht beweisbaren Forderungen

enthalten gerade das, was deduktiv aus den Gleichungen selbst folgen sollte. Schliefilich sei als ein
Versehen erwihnt, daff die innere Energic bei Jaumann auch von den elektromagnetischen und den
sogenannten stofflichen Variablen abhiingt, ohne daff darauf bei den spiiteren Rechnungen Riicksicht
genommen wiirde,

Trotz dieser Midngel bleibt es Jaumann’s grofies Verdienst, das Ziel gesteckt, den Weg skizziert
und die Uberzeugung ausgesprochen zu haben, daff sich diese Skizze schon in irgend einer \Veise voll-
standig durchfiihren lassen werde. War die Durchfiihrung auch nicht ganz so einfach, mufiten auch noch
viele Hindernisse tberwunden, ja cine mehr minder tiefgreifende Umgestaltung des urspriinglichen
Gleichungssystems vorgenommen werden, um das gesteckte Ziel wirklich zu errcichen, so ist der
schlieliche Erfolg doch ein Beweis dafiir, dafi im wesentlichen das Richtige gewolit und der beziiglich
der Durchflihrbarkeit gedufierte Optimismus in gewissem Sinne berechtigt war.

Aus den obigen Ausfiihrungen ergibt sich von selbst die Aufgabe, die ich zu [6sen hatte.

Mit der Differentialform des KEntropieprinzips mufte vollstindig und ltckenlos Ernst gemacht
werden. Das konnte nur unter Zugrundelegung ecines bestimmten geschlossenen Gleichungssystemes
geschehen, als solches bot sich mir derzeit nur das Jaumann’sche dar. Auch dieses mufite noch vielfach
umgestaltet werden und es erflillte so*der Entropiesatz sofort seine wichtige Mission, neben dem Energie-
satze als heuristisches Prinzip erster Ordnung zu fungieren. Es wire selbstverstiindlich zuviel gesagt,
wollte man behaupten, dafl gerade nur dieses System mit den Differentialformen des Energie- und
Entropieprinzips im Einklang stehen kann. Beschéftigt man sich aber, wie ich es tun mufite, lange und
eingehend mit solchen Gleichungssystemen, so erkennt man, dafi der vorhandene Spielraum, will man
seine Zuflucht nicht zu sehr komplizierten und gekiinstelten Formen nehmen, auch kein allzu grofier ist.

Jedenfalls wird jede andere Theorie, will sie auf Geschlossenheit Anspruch machen, ihre Uberein-
stimmung mit den beiden Fundamentalprinzipien in ebenso exakter Form nachweisen miissen, wie es im
Folgenden fir die Jaumann’sche Theorie gezeigt werden soll; eben darum aber geht die Bedeutung der
vorzutragenden Untersuchungen iiber den Rahmen der ihnen zugrundeliegenden speziellen Theorie
hinaus.
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Ich erinnere mich, dal Ludwig Boltzmann ecine seiner Vorlesungen tiber Maxwe ll'sche Theorie
mit der Aufforderung begann, man moge zunéchst alles zu vergessen trachten, was man bisher {iber
Elektrizitdtslehre gehort hatte. In einen dhnlichen Zustand suchte ich mich mutatis mutandis bei dieser
Arbeit tiber das Entropieprinzip zu versetzen und eine dhnliche Bitte mchte ich auch an meine geehrten
Leser richten. Es schien mir, wollte ich bis zum Ziele durchdringen, unerlédfilich, so sclbstindig als nur
moglich vorzugehen, um nicht durch altgewohnte Bahnen vom neuen Wege abgelenkt zu werden.

Es ist bei einem so wichtigen und vielbearbeiteten Gebiete selbstverstindlich, dafi vielfach Alt-
vertrautes, wenn auch meist in neuem Gewande wiederkehrt, doch kommt es bei solchem Gegenstande
auch auf Nuancen an. Vollstiindig neu ist jedenfalls die Losung des gestellten Problems als solche und
ebenso neu und fiir die Jaumann'sche Theoric wichtig sind alle jene Abidnderungen derselben, zu
welchen ich gerade durch das Entropieprinzip veranlaft wurde.

I Allgemenes.

1. Die Differentialformen des Energie- und Entropiesatzes.

\Vir haben von den Difterentialformen der beiden Fundamentalprinzipien:

ok . )

= 4+ divs=0 )
ol

S . .

YL div e F=o )

@

schon in der Einleitung gesprochen und dort auch die Bedeutung der einzelnen Grofien angegeben. Die
auftretenden Fluxionen sind die sogenannten »korperlichen«, welche durch die Relation

3E OF

= -+ div (v E) 3)
ol
definiert werden, wo —— die lokale Fluxion und v die Geschwindigkeit ist und deren Bedeutung in der
a/
Beziehung
3 . ok
R Edv —= |- R dov -4)
ol v v ol
liegt.

Gleichung 4) sagt aus: die Fluxion eines Volumintegrales, dessen Randfldche in den Korperelementen
festliegt, ist gleich dem Volumintegral tiber die entsprechende kérperliche Fluxion.
Wie man aus 3) erkennt, konnte man 1) und 2) ohneweiters auch in der [Form schreiben:

¢l . -
S divesi =1 )
ol
¢S . .
+ div &' F=0, o)
d/
wo dann
g =84 Fv und /= + Su
1st.

Der Unterschied zwischen den beiden Formen besteht einfach darin, dafi sich 1) und 2) auf Korper-
elemente, 5) und 6) auf Raumelemente beziehen.
Betrachten wir einen beliebigen, ruhenden oder bewegten Kérper, so ist
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oF ‘ i
el do 4+ [divddoe—=0 7)
Y -

oder nach 4) und dem Gaufi’'schen Satze

F
" Ede + f{n =0, 3)
3 ) )

Ist das Oberflachenintegral ﬁ/u.?« = O, das heiflt, stromt durch die gesamte Oberfliche im ganzen
40}
Energie weder ein noch aus, so bleibt [Edl', also die Gesamtenergie des betrachteten IKorpers konstant.
r

In derselben Weise folgt aus 2): c

70” Sdv 4+ [do. S [}'.(/U:(), 9)
ot Jr 0 JI”

das heifit die Gesamtentropie eines Kérpers, durch dessen Oberfldche in Summa keine Entropiestromung
stattfindet, kann nur wachsen.

Bedeutet nun /' nicht eine stets positive Funktion, so kann der Entropiesatz jedenfalls nicht fir
jeden beliebigen korperlichen Raum, sondern héchstens fiir bestimmte Rdume richtig sein.

Nehmen wir an, die Verhéltnisse lagen so, dafi sich fur praktisch gegebene Fille immer e¢in Raum
angeben 146t, innerhalb dessen die Integralform des Entropieprinzips richtig bleibt, so kann doch ein solcher
Satz nie allgemein, lediglich aus der Form der Gleichungen erschlossen werden. Wird doch verlangt, daf
wenn I irgendwo negativ wird, dasselbe gleichzeitig an anderen Orten hinreichend stark positiv bleibe;
das aber kann aus der Form von Nahewirkungsgleichungen niemals folgen. Drastisch gesprochen,
weifl ja, wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit aller Zustandsinderungen, ein Raumpunkt vom
anderen gar nicht, was dort gleichzeitig vorgeht.

\Wir mtissen und werden also in dieser Arbeit an der Differentialform des Entropieprinzips
strenge festhalten.

Gelingt die Deduktion unserer Entropiegleichung aus dem geschlossenen System, so ist damit die
Existenz einer Zustandsfunktion sichergestellt, deren Volumintegral {iber jeden Korper, fur welchen

[:/0.5 =0 bleibt, nur wachsen kann. Dieses Ergebnis involviert aber nur dann den volistindigen
v

Entropiesatz, wenn {iberdies die Zustandsfunktion bestimmten Forderungen geniigt, wie sie sich aus den

Uberlegungen des ndchsten Artikels ergeben werden.

2. Das Entropieprinzip und seine Erfahrungsgrundlagen.

Die Wurzel des Entropieprinzips liegt in der Erkenntnis, dal es in der Natur irreversible Prozesse,
das heifit solche, welche auf keine Weise vollstindig riickgdangig gemacht werden konnen, gibt. Mathe-
matisch wird sich diese Erkenntnis notwendig in dem Auftreten einer eindeutigen Zustandsfunktion
duBern, deren Raumintegral ' mit der Zeit entweder nur zu- oder nur abnehmen kann. Waire die Funktion
nicht eindeutig, so wiirden demselben Zustande mehrere Werte derselben entsprechen, und so konnte
daher, trotz einsinniger Verdnderung der Funktion, genau der gleiche Zustand wiederkehren: der Prozef,
welcher irreversibel sein sollte, wére riickgingig gemacht.

1 Unter Raumintegral soll hicr immer das Integral iiber einen korperlichen Raum verstanden werden, der entropisch abge-

schlossen ist, fiir welchen also fdn.g =0 bleibt.
<0
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Der prinzipielle Charakter des Satzes, dafi gewisse Prozesse auf keine Weise vollstandig riickgidngig
gemacht werden konnen, also die {iber die Einzelerfahrungen hinausgehende Sicherheit, welche wir dieser
Erkenntnis zuschreiben, hiingt wesentlich mit der Uberzeugung von der Unmdéglichkeit eines Perpetuum
mobile zweiter Art zusammen; ganz ebenso wie das Energieprinzip auf die Uberzeugung von der
Unmaoglichkeit eines Perpetuum mobile erster Art gegriindet ist.

Es ist ganz gut denkbar, dal es aufler der Energiefunktion noch andere eindeutige Zustands-
funktionen gibt, deren Raumintegrale konstant bleiben und es ist ebenso denkbar, dafi es aufler der
Entropiefunktion noch andere eindeutige Zustandsfunktionen gibt, deren Raumintegrale mit der Zeit
entweder nur zu- oder nur abnehmen. Was die Energie- und Entropiefunktion vor anderén solchen
Funktionen auszeichnet, ist eben ihr Zusammenhang mit dem Perpetuum mobile erster beziehungsweise
zweiter Art.

Planck driickt die Unmdglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art durch folgenden Satz aus:
»Es ist unméglich eine periodisch funktionierende Maschine zu konstruieren, die weiter nichts bewirkt als
Hebung einer Last und Abkilhlung eines Wirmereservoirs. «

Nehmen wir an, S sei eine eindeutige Funktion der Temperatur 7 und gewisser anderer Zustands-
variablen 5,,....5,. Kommt unter den 5 das Gravitationspotential nicht vor, so sollen nach Hebung der
Last alle 5 dieselben Werte haben wie vorher, lediglich die Temperatur eines gewissen Raumteiles, des
Wirmereservoirs, wird gesunken sein. Ist also die Entropiefunktion S(7,5,....5,) so beschaffen, daB sie
bei konstanten s mit zunehmender Temperatur widchst, mit abnehmender abnimmt, dann enthilt die
Aussage — das Volumintegral der Entropiefunktion kann nur zunehmen — den Planck’schen Satz.

Ersetzen wir die Planck'sche Behauptung durch die praktisch dquivalente: Es ist unmdoglich eine
periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, die weiter nichts bewirkt als Erzeugung von Bewegungs-
energie und Abkiihlung eines Wirmereservoirs. Dieser Satz folgt wie der obige aus den Eigenschaften
der Entropiefunktion, vorausgesetzt, dafl sie diesmal nicht von der Geschwindigkeit ahh'ﬁngt, dafiir kdnnen
jetzt die 5 auch das Gravitationspotential enthalten.

Erwihnt sei, dafi derselbe Satz auch aus der Existenz einer Funktion S folgen wiirde, welche etwa
von % 5,....5,, aber nicht von der Temperatur abhidngt, die mit zunehmendem v* abnimmt und deren
Raumintegral wieder nur wachsen kann. ’

Ist S eine Funktion sdmtlicher Zustandsvariablen, so folgt unser Satz a fortiori, wenn S sowohl
mit abnehmendem 7 als mit zunehmendem v? abnimmt. Der Satz kann auch noch folgen, wenn das nicht
der Fall ist; es mufi ja nur gezeigt werden, dafl bei dem als unmdoglich zu erweisenden Prozesse das
betreffende Raumintegral abnehmen miiite. Aufschlufl dariiber, ob dies fiir eine spezielle, explizit gegebene
Funktion S zutrifft oder nicht zutrifft, wire aus energetischen Uberlegungen zu gewinnen.

\Vir haben heute die Uberzeugung, daf die Energie eine Funktion sdmtlicher Zustandsgréfen sein
muf. Dies folgt aber keineswegs aus der blofien Erkenntnis von der Unmdglichkeit eines Perpetuum mobile
erster Art. Es wire ja ganz gut denkbar, daf es Zustandsgrofien gibt, die mit mechanischer Arbeit und
ihren Umwandlungen nichts zu tun haben. Erst die Gesamtheit der physikalischen Erfahrungen flhrt uns
zu der Einsicht, dafl dem nicht so ist, dafl es solche Zustandsgréfien, soweit unsere Erfahrung reicht,
nicht gibt.

Ganz ebenso verhdlt es sich auch mit der Entropie. Die nackte Tatsache der Unmadglichkeit des
Perpetuum mobile zweiter Art liefert, wie wir eben sahen, nur gewisse Bedingungen, denen die Entropie-
funktion zu genligen hat, ohne aber den Charakter ihrer Abhiingigkeit von den Zustandsgrofien vollstindig
festzulegen. Wieder wird hiertiber nur die Gesamtheit unserer physikalischen Erkenntnisse, welche gerade
in einem geschlossenen Systeme besonders klar und iibersichtlich zusammengcetafit crscheint, Aufschlufl
geben kdnnen.

Legt auch der Umstand, dal die Energie von allen Zustandsvariablen abhingt, die Forderung einer
ebenso allgemeinen Entropiefunktion nahe, so zeigt doch diese Funktion andrerseits so starke
Besonderheiten, da man nach den Uberlegungen dieses Artikels schon von vornherein dazu neigt, in
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der Entropie eine speziellere Funktion zu sehen, welche nur einc bestimmie Gruppe von Zustandsgrofien
umfafBt.

Wir werden unter Zugrundelegung unseres geschlossenen Systems tatsdchlich dazu gefiihrt werden,
die Entropie lediglich als Funktion einer gewissen Gruppe von Zustandsvariablen zu definieren. Da unter
diesen Variablen die Geschwindigkeit nicht vorkommen wird, ist die Unméglichkeit des Perpetuum mobile
zweiter Art erwiesen, wenn S mit zunehmender Temperatur zunimmt und das Raumintegral von & nur
wachsen kann.

Zum Schlusse dieses Artikels sei noch darauf hingewiesen, dafl ein grofier Teil technischer Arbeit
nicht zum Heben von Lasten oder zur Erzeugung anderer Energieformen verwendet, sondern vieimehr,
sei es durch Reibung, sei es auf andere Weise, wieder in Wirme riickverwandelt wird. Es wdére also ein
technisches Perpetuum mobile denkbar, welches etwa auf Kosten seiner eigenen Reibungswiirme betrieben
wiirde. Soll auch ein solches, als allen unseren Erfahrungen \widersprechend, ausgeschlossen bleiben, so
muf}; damit ein stationdrer Zustand der angegebenen Art unmdéglich sei, die Funktion /# so beschaffen
sein, daff das Raumintegral von S, bei derartigen Prozessen, tatsdchlich wichst und nicht etwa blofi
konstant bleibt.

3. Irreversible Energieumsaitze.

Nach den Erorterungen des vorigen Artikels ist der wesentliche Inhalt des Entropieprinzips eine
Aussage {iber die Richtung der in der Natur tatsdchlich eintretenden Energieumsitze.

Es gibt zwei und nur zwei Arten von Energicumsétzen:

Die Energietransformation innerhalb eines und desselben Materienclements

ok ok,
—L = - 10)
ot ol
und den Energieflull von einem Materienelement zum benachbarten
ok .
»‘—’ == div g, . 1)
0t . .

Eine irreversible Energietransformation liegt zweifellos vor, wenn etwa aus dem Gleichungssysteme

folgt:
ok
‘=il 4+ =0
51 :
12)
sk, ]
—= F2 = ).
ol
In diesem Falle ist E, eine eindeutige Funktion des Zustandes, welche nur zunchmen kann.
Dasselbe gilt auch noch, wenn zum Beispiel die Energiegleichung die Zerlegung gestattet:
oE
2L 4 div 8+ £2 = 0
ot "
I.))
ok, . .
4 dive, =0
ol

Die zweite Gleichung hat in diesem Falle direkt die Form der Entropiegleichung und sagt aus, daf
das Raumintegral von E, nie abnimmt. .

Die Irreversibilitidt beruht auch jetzt wieder lediglich auf irreversiblen Energictransformationen.

Zum zeiten Falle tibergehend betrachten wir die Gleichung:

Py dive, = 0, 14)

/]
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sie hat die Form der allgemeinen Energiegleichung und es folgt sofort, daf das Raumintegral von 18,
konstant bleibt. Die irreversible Natur des Vorganges kann also nur darin zum Ausdrucke kommen, daB |
einer bestimmten Verteilung im Raume zustrebt.

Fassen wir das Vektorfeld des Energieflusses ins Auge: wir kdnnen es, wie jedes unbegrenzte, bis
auf einzelne Fiachen stetige und stets endliche Vektorfeld, in ein wirbelfreies und ein quellenfreies zer-
legen; diese Zerlegung ist fiir ein unbegrenztes Feld nur auf eine einzige Weise moglich.

Setzen wir dementsprechend:

2”5

= ——G‘ -+ rot a,, 1)

sn folgt: .
diveg = div Vs, 16)

Die Energie E, wird demnach immer abstromen von Stelien, wo 5, Maxima besitzt und Stellen
zustromen, wo Minima vorhanden sind. Trotzdem ist die Energiestromung im allgemeinen, wenn auch
nicht direkt, so doch indirekt reversibel. Wéare zum Beispiel E; proportional mit 5, 5,, so ist folgende
Umkehrung denkbar: Der Prozeff verlduft eine Zeitlang nach Gleichung 14), dann wird die Energie-
stromung in geeigneter \Weise unterbrochen: nunmehr erzwingen wir bei konstantem F, durch ent-
sprechende Vergroflerung beziehungsweise Verkleinerung von 3, eine Vertauschung der Maxima und
Minima; dann geben wir die Energiestrémung wieder frei, welche jetzt im entgegengesetzten Sinne
erfolgen wird: schlieBlich stellen wir bei konstantem £ wieder {berall die urspriinglichen \Werte von
5., 3, her.

Anders steht es jedoch, wenn £ die Form hat £, = p« (5;), wo 5 die Dichte, % (5,) eine eindeutige
Funktion von 5, bedeutet. In diesem Falle wird, wenn wir noch die Giiltigkeit der Kontinuititsgleichung
annehmen, die durch Gleichung 14) gegebene Energiestrémung wirklich irreversibel, also auf keine Weise
vollstdndig riickgédngig zu machen sein.

Um dies zu erkennen, bilden wir:

1 oF L
s = L div' "5, =0 17
5, of 3
mittelst der Kontinuitdtsgleichung:
ap on . o , .
= -5 4divep = -5 4o divo =0, 18}
ol vl ot
d .
wo - die durch
1
l/p b i
— —— -+ o
e df
definierte totale Fluxion bedeutet, erhalten wir:
ol dE } . JdE o7 des,)
\J:-*l—#}:ldl\'U: rrrrr ‘ < (3] A = B © L 14)
ol L// L// L[[ t/l

Nennen wir

o (3,)
f‘ V= s,
71

so ist auch @ (3,) eine eindeutige Funktion von 5, und es folgt aus 19)

L AE dd ) .
>, P -
3y o ' Jdi

und weiter mit Ricksicht auf 18)
db (3 apd (5
, AP

¥ o 3

Jd A ol

21)
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schliefilich ist:

L G Ty V“l) - /Z&Q&_) %
%1 \ e \ of
und wir erhalten:
b / ; AV4 V4
,m + div [ — .Y-_GL\ S /: chvl\ = (). ._)'_s‘
o/ K 51/ 5;1 /’

Gleichung 23) hat die Form der Entropiegleichung, »d(5,) ist eine eindeutige Funktion des
Zustandes, deren Raumintegral nur wachsen kann und tatsdchlich immer wiéchst, solange die in Frage
stehende Energiestromung vorhanden ist. Damit ist gewdhrleistet, dafl es auf keine Weise moglich sein
kann, einen durch diese Energiestrémung verdnderten Zustand im ganzen Raume vollstandig wieder-
herzustellen. Hat © (3,) iiberdies die Eigenschaft, mit zunehmendem s, zu wachsen, so erkennt man sofort,
dafl die Energieverteilung einem Endzustande zustrebt, welcher durch rdumliche Konstanz der Gréfle s,
ausgezeichnet ist. :

Verallgemeinernd kénnen wir sagen, ist £, = o= (5,) und bedeutet 5, irgend eine Zustandsvariable,
so involviert die Gleichung:

O‘il + divg, =0

ol
stets eine irreversible Energiestromung, wenn ¢,. Vs, immer und berall positiv oder immer und tiberall
negativ ist.

Das einfachste Beispiel fiir eine irreversible Energiestromung liefert ein Naturgesetz von der Form
der Wiarmeleitungsgleichung:
oc el =diva V7T, 24)

dt
welches, solange ¢ eine Materialkonstante ist und die Kontinuitédtsgleichung gilt, sich unmittelbar auf die

IForm bringen lagt:

opcT . = ,
e + div( -a¥VT)=20, )]
ot
aus welcher analog wie oben folgt:
dpcin T i’ VT SNT.VT ) .
e bdiv|[-n-=n| - n /—7———] = 0, 26)
3l \ T \ 7

26) hat, solange u positiv ist, die Form unserer Entropiegleichung; pcIn 7 ist eine eindeutige
Funktion des Zustandes, welche mit zunehmender Temperatur 7 zunimmt.

4. Methode der Deduktion des Entropieprinzips aus einem geschlossenen Gleichungs-
system.

Es soll in diesem Artikel die Deduktionsmethode, welche wir in den folgenden Abschnitten beniitzen
beziehungsweise weiter ausbauen wollen, an cinem besonders einfach gewdidhlten Beispiele entwickelt
werden.

Wir wihlen das folgende geschlossene System:

1. Bewegungsgleichung
A - .
o s (p+6)=0.
i



Eutropicprinzip wnd geschilossencs Gleicliungssysicm, D

2. Wiarmegleichung

ol” JdT . 3o =GP
s o T A 0 = diS SRR
o7 Jt
3. Kontinuititsgleichung
do . !
Y4 pdive=0,
't

Die tibrigen Gleichungen des Systems schreiben wir nicht explizit an, sondern setzen nur voraus,
dafi aus ihnen dic partielle Energiegleichung

6o/l o . ~ -
o dive, +0dive 4+ 32 =0 27
6l
folge.
Es bedeutet 5 die Dichte, v die Geschwindigkeit, 7 die absolute Temperatur. p, {7 und p, sind
IFunktionen der Dichte und Temperatur, zwischen denen die Relation besteht
oU .
m+?é»::p+l;

1,
l‘

n ist eine positive GroBe. Die tibrigen vorkommenden Grofien sind Funktionen, deren Wert fir uns hicr
irrelevant ist.
Bei der Bildung der Energiegleichung multiplizieren wir die Bewegungsgleichung mit v, die

o

B . .ol . . - .
Kontinuitiitsgleichung mit - ——; addieren wir alle drei Gleichungen zu 27), so gibt das:

gy
o E .
T pdive—o. 28
0t
Wo
Al 1 2 Al ‘
L= —pvP+ U+ E, 20
) o
und
S=v(p+06)- a¥VT+ 8, 30)
ist.

Damit haben wir aus dem Gleichungssystem die Energiegleichung deduziert. \Wie steht ¢s nun mit
dem Entropieprinzip? Der Natur der Sache nach werden wir in erster Linie die Wirmegleichung ins Auge
fassen. Von \Vichtigkeit ist zunéchst der Faktor der Temperaturfluxion in dieser Gleichung, welcher ja
cinfach die spezifische Wiarme der Volumeinheit bei konstantem Volumen bedeutet. 1ldngt dieser Faktor
noch von p ab, so ist klar, dafi man, um ecine vollstindige Fluxion = bilden zu koénnen, noch jene

‘
Gleichung heranziehen mufi, welche die Fluxion von p bestimmt. Aligemcin werden wir alle jenc
Gileichungen zur Dedulktion der Entropiegleichung heranzuziehen haben, die Fluxionen jener Zustands-
variablen bestimmen, von welchen ;lj , also die spezifische Wirme abhiingt. Soll die Wirmeleitung ein
irreversibler Vorgang sein, so werden wir, nach den Uberlegungen des vorigen Artikels, die Wiirme-

gleichung, um die Entropicgleichung zu bilden, mit — multiplizieren miissen. Die Gbrigen Dbei der
T

Deduktion einzubeziehenden Gleichungen werden ebenfalls mit geeigneten lTaktoren multipliziert und
dann zur Wirmegleichung addiert, die Summe soll die Entropiegleichung ergeben.
Die Methode wird libersichtlicher und den gewohnten Formen niiher gcbracht, wenn wir den ange

gebenen Weg in zweli Etappen zerlegen.
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Wir bilden zunédchst aus allen in Betracht kommenden Gleichungen eine partielle Energiegleichung
das ergibt in unserem Falle:

qU . -~ _
= + U div D) 4 p divy =diva VT4 31)

\

Wie man sieht, steht links die vollstandige Fluxion der »inneren« Energie plus der geleisteten Arbeit,
rechts die zugefiihrte Wérme, wir sind also zu einer sehr wohlbekannten Gleichung gelangt.

Dividieren wir diese Gleichung mit 7 durch und subtrahieren dann von ibr dic mit dem geeignet
gewdhlten Faktor P multiplizierte Kontinuitdtsgleichung, so folgt:

oU d / oU 1 / r \
L fL_ .L,[,Y:. =k i.}, _( - ])\l _L_‘O_ 4 (‘U-*j R P(;\ div v +
T oT dt T 9 , dt \ T )
4 \V/ 2 2
4-div [ —u Tj —n /?Z L N 0; 32)
\ T, \ 7 T
soll diese Gleichung das Entropieprinzip ergeben, so mufi:
1 oU 9S
e 33)
T oT o7 ‘
oU 9S8
I o0 p 05 34)
17 -+ U~- Tp P — /S 35)
sein. Aus 33) und 34) folgt weiter:
9 /1 oU)\ 9 1 U
—_ | — ‘_l — = E . P 36)
op\7T o7 oT\ T 9p
1 euU 02U I o U or 57)
e = - - = Yl
T 0Tdp T dpoT T 9p or
und daraus, wie man leicht verifiziert,
Tt U
P=K(@) - / - —— d T, 38
{> J1 T: 8{/ ‘ )

wo A () eine Funktion von p allein ist. Differenzieren wir nun Gleichung 35) partiell nach 7, so ergibt
sich unter Beriicksichtigung von 33) und 38):

=5

1 )
12 0P+ v - = 8 39)
8T Y

multiplizieren wir diese Gleichung mit 7 und subtrahieren sie von 35), so folgt:

oU 0 :
U o +p T 9P — 0, 10)
op o7
daraus aber, wie man wieder leicht verifiziert,
, ry /3
p=T L(p)—/‘f—~ p—fU—~U d71y, 41)
il ,[2 k 0 g

worin L (p) lediglich eine Funktion von s ist. Differenziert man jetzt 35) partiell nach p, so erhilt man mit
Beriicksichtigung von 34):

W = 7 ap

-12)
op op '






























































































































































































































